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Resum 
Aquest treball proposa un model senzill biomecànic per estudiar els salts d’esquí des de la 
fase inicial prèvia al vol fins a la finalització del vol, sense considerar la fase final d’impacte. 
Tot i ser un problema 3D, es fa la simplificació 2D. El sistema (persona + esquís) es 
representa mitjançant un conjunt de 5 segments articulats. La geometria de masses s’obté 
a partir de taules antropomètriques i de dades relatives als esquís habituals en aquesta 
pràctica esportiva. Un cop descrit el model, es simulen diverses situacions i es comparen 
els resultats obtinguts mitjançant el model amb els que es troben a la literatura científica. 
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1. Prefaci 
1.1. Origen i motivació del projecte 
He nascut i, fins iniciar l’etapa universitària, he viscut a la Seu d’Urgell; per això sempre he 
tingut una gran afició i he practicat esports de neu i de muntanya, principalment l’esquí de 
fons però també de descens. 
És per això que, en buscar  un tema al que aplicar els coneixements adquirits durant el 
grau d’enginyeria, vaig pensar en l’aplicació dels principis de la mecànica a l’esquí. Des 
d’aquesta vessant, encara i que per pràctica i tècnica conec millor l’esquí de fons, em va 
semblar especialment interessant la modalitat de salts d’esquí; sempre m’he preguntat 
quins factors podien determinar que en arribar al final del trampolí, la velocitat d’enlairament 
d’uns esquiadors o altres fos diferent, però sobre tot em crida poderosament l’atenció el 
desafiament de la gravetat que representa el salt en si mateix, i els instruments de que 
disposa el saltador per a fer-lo possible, allargar-lo fins límits impossibles, compensar el 
vent i controlar la trajectòria, de vegades amb moviments imperceptibles de les mans o tant 
sols dels dits. 
Aquest ampli ventall de qüestions que introdueix la seva peculiar execució en cadascuna de 
les seves dues fases, la primera de contacte amb la pista i la segona de vol, em van dur a 
plantejar-me explorar els reptes i interrogants que des d’aquest punt de vista presenta 
aquesta modalitat d’esquí. 
El que m’ha decidit a fer-ho, però, ha estat l’entusiasme, el recolzament i la col·laboració, 
de la tutora del treball, Ana Barjau, a qui ja des d’ara manifesto el meu agraïment. 
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2. Introducció 
2.1. Objectius del projecte 
Es tracta de comprendre com es construeix un model biomecànic per a l'estudi d'una 
pràctica esportiva. El grau de precisió del model serà el necessari per obtenir resultats que 
es comparin raonablement bé amb els resultats experimentals. El model analític 
s’implementarà amb Matlab, s'avaluarà la influència de les diferents configuracions que pot 
assumir el saltador en l'abast i durada del salt. També s’estudiaran els parells musculars 
necessaris a les articulacions durant les diferents fases del salt i els seus valors es 
compararan amb els que poden subministrar els músculs d'una persona entrenada. 
 
2.2. Abast del projecte 
La necessitat d’acotar la dificultat i extensió dels càlculs que exigeix el treball, limiten l’estudi 
a un model en 2D que abasta l’evolució del salt des del moment en que l’esquiador inicia la 
seva trajectòria descendent en el trampolí, fins l’instant immediatament anterior a l’impacte 
amb el terra, excloent de l’estudi l’impacte amb el terra i el lliscament i frenada posteriors. A 
més, es negligirà la interacció aerodinàmica durant la fase prèvia al vol per la complexitat 
que aporta al problema, ja que aquesta varia en funció de la configuració de l’esquiador. Es 
tindran en compte, doncs, les fases d’acceleració, enlairament i vol, amb el canvi de 
configuració del saltador en el salt. Ja que l’objectiu principal és l’estudi de la dinàmica de 
l’esquiador, la geometria de la pista es simplificarà notablement. Pel que fa als resultats 
experimentals amb què contrastar els obtinguts a través del model, la dificultat que 
presenta la seva obtenció directa és gran, i per això s’han extret de la literatura. 
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3. Modelització de la pista i l’esquiador 
La implementació del model requereix el coneixement de dos tipus de dades: d’una banda, 
les dades de valor constant, relatives a la pista, com són la geometria i el coeficient de 
fricció, i les relatives a l’esquiador o antropometria. I d’altra banda les variables, com ara els 
canvis de configuració de l’esquiador i els esquís, i les interaccions aerodinàmiques. 
A continuació, es detalla com s’han obtingut i avaluat unes i altres. 
3.1. Modelització de la pista 
Les pistes de salt d’esquí es classifiquen segons la seva mida en petites, mitjanes, normals, 
llargues i de vol. 
Una pista es divideix en 4 parts successivament anomenades in-run, take-off, landing zone i 
out-run, de les quals les dues primeres es situen en el trampolí i les dues darreres en el 
terra. 
 
Figura 3.1. Esquema de les fases del salt [1]. 
En el tram in-run, l’esquiador adquireix velocitat. La llargària del tram variarà segons la 
velocitat màxima pretesa i en certs casos cal limitar-la per raó de les condicions 
meteorològiques, que poden constituir un element de perill per a l’esquiador. Normalment té 
un pendent descendent entre 35 i 38 graus, conté un primer tram rectilini i acaba seguint 
una corba definida per l’espiral de Euler, per tal d’evitar un canvi sobtat de curvatura que, a 
més de la tensió innecessària que generaria en el cos de l’esquiador, provocaria també una 
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pèrdua de velocitat
1
. 
La zona d’in-run enllaça amb la zona de take-off o enlairament, que sol tenir un pendent 
descendent entre 10 i 12 graus i acaba abruptament en el punt en què l’esquiador perd 
contacte amb el trampolí. 
La landing zone és la zona d’aterratge, on l’esquiador pren contacte amb el terra. És una 
superfície inclinada per tal d’atenuar l’impacte de l’esquiador, amb un pendent variable 
determinat també per l’espiral d’Euler. 
Finalment l’out-run, a continuació de la zona d’aterratge, és una superfície horitzontal que 
pot anar seguida d’un pendent ascendent, on el saltador acaba de reduir la seva velocitat i 
s’atura. 
En la figura 3.2 es mostra un croquis d’un trampolí real, que és un dels trampolins 
de Schattenbergskistadion a Alemanya. 
 
Figura 3.2. Perfil de la pista de Schattenberg  [2]. 
La pista que s’ha fet servir en aquest estudi presenta moltes simplificacions respecte a les 
pistes estàndards, ja que l’objecte d’estudi no és la pista sinó l’esquiador. 
                                               
1
 L’espiral d’Euler és una corba on el radi de curvatura és inversament proporcional a la longitud de 
corba recorreguda, per tant, en disminuir el radi, l’acceleració normal augmenta gradualment. 
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El primer tram inclou l’in-run i el take-off, com una única rampa uniforme de 15 graus, sense 
curvatura. S’ha calculat la llargària que ha de tenir el tram per a que l’esquiador arribi amb 
la mateixa velocitat que si hagués baixat per una pista de 37 graus i 108 m de longitud. 
El càlcul s’ha fet a través d’un balanç d’energia. Per a un sistema determinat i una 
referència R, la formulació general és: 
sist sist ext int ar
R R R RT U W W W      (3.1) 
On: 
 
sist
RT  és l’energia cinètica. 
 
sist
RU  és l’energia potencial. 
 
ext
RW  és el treball associat a les interaccions externes; en aquest cas, aquestes 
interaccions són la fricció amb la pista i la interacció aerodinàmica. 
 
int ar
RW  i W  són el treball associat a les interaccions internes al sistema i el treball 
associat a possibles forces d’arrossegament (en cas que R no sigui inercial) 
respectivament. 
En el nostre cas, el sistema és l’esquiador amb els esquís, i la referència serà el terra (i per 
tant no hi ha forces d’arrossegament perquè la podem considerar com a una referència 
inercial o galileana). 
Si l’esquiador no canvia de configuració durant la baixada, el treball muscular (que seria 
intern) és nul. Si es negligeix la interacció aerodinàmica (doncs durant gairebé tota la 
baixada l’esquiador es troba en una posició encongida i per tant ofereix relativament poca 
superfície eficaç de contacte amb l’aire), els termes de la dreta de l’equació 3.1 es 
redueixen a un de sol: el treball de la força de fricció de la pista sobre els esquís. 
 
Figura 3.3. Paràmetres de l’equació 3.2. 
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(3.2) 
 
(3.3) 
 (3.4) 
 
Donat que la diferència d’energia cinètica ha de ser la mateixa per a ambdues pistes, 
perquè la velocitat inicial i final han de ser les mateixes, l’energia potencial menys el treball 
de fricció de la pista amb pendent de 15º ha de ser igual que el del tram de pendent de 37º. 
 (3.5) 
Es troba la nova longitud de la pista dnova. 
 
(3.6) 
Considerant un coeficient de fricció de 0.08 i una longitud de la pista real de 108 m, la 
distància del model ha de ser de 320 m. 
L’estudi acaba l’instant abans de l’impacte, per tant, el tram d’aterratge no cal que sigui molt 
acurat. En aquest estudi, la pista d’aterratge es divideix en dos trams de pendent constant. 
 
3.2. Modelització de l’esquiador 
L’esquiador amb els esquís es modelitza amb 5 segments rígids amb articulacions de 
revolució:  
 Segment 1: esquís,  
 Segment 2: meitat inferior de les cames, 
 Segment 3: meitat superior de les cames, 
 Segment 4: tronc i cap, 
 Segment 5: braços.  
Tot i que l’articulació del maluc es una ròtula esfèrica, aquí es considera com una 
articulació de revolució perquè es simplifica el problema i es considera moviment pla.  
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L’angle dels esquís és l’únic que es defineix respecte al terra; els altres són angles relatius 
entre segments consecutius. La figura 3.3 mostra els angles d’orientació de la persona i els 
esquís emprats en els càlculs del model mecànic i la seva relació amb els angles estàndard 
que es fan servir en biomecànica. 
La figura 3.4 presenta la notació que s’ha fet servir per descriure els centres d’inèrcia i els 
punts d’articulació entre segments. 
 
 
 
Figura. 3.4. Angles de configuració de l’esquiador emprats en el model i la seva relació amb els 
angles estàndard emprats en la biomecànica. 
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Figura 3.5. Notació emprada per designar els centres d’inèrcia i els punts per descriure les longituds 
dels segments. 
A partir dels punts de la figura 3.5, es defineixen:  
 
 
Ln = longitud total del segment n 
Pel que fa a les característiques de cada segment, mn és la massa del segment n i In és el 
moment d’inèrcia del segment n respecte a la direcció perpendicular al pla del moviment 
que passa pel punt Gn. 
El valor dels paràmetres dels esquís s’ha extret del catàleg de la marca Fisher [3]. 
En la m1 s’hi inclou la massa dels esquís (2.5kg) i la de les botes (2kg). 
m1= 4.5 kg ; l1= 2.5 m 
   ;      
 (3.7) 
 
Les dades antropomètriques de la persona (és a dir, els valors de Li, la posició dels centres 
de masses de cada segment, la seva massa i el seu moment d’inèrcia respecte del seu 
Modelització i simulació de salts d’esquí  Pàg. 13 
 
centre d’inèrcia) s’obtenen a partir de taules que mostren el coeficient de proporcionalitat 
entre la variable del segment i la del total de la persona. La variable pot ser la massa, la 
llargària o el radi de gir per al càlcul de les inèrcies. 
Per a cada zona geogràfica les taules són diferents, atès que la constitució de les persones 
canvia. S’han utilitzat les taules per a població caucàsica proporcionades per Winter [4]. 
Per a una persona de 60 kg de massa i 177 cm d’alçada, les taules de Winter proporcionen 
els valors que es recullen a la Taula I.  
Taula I: paràmetres antropomètrics per a un esquiador 
de 60 kg de massa i 177 cm d’alçada 
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4. Dinàmica 
En la dinàmica del sòlid rígid hi ha dos tipus d’incògnites: 
 L’evolució dels graus de llibertat (és a dir, les velocitats independents del sistema, 
que en aquest treball són com a màxim tres: , , ).  Es tracta d’equacions que 
permeten conèixer les acceleracions ( , ,  si tenim tres graus de llibertat) a cada 
instant de temps i s’anomenen equacions de moviment. 
 Forces i moments d’enllaç (per exemple, associats al contacte amb la pista). 
Les equacions que descriuen la dinàmica del sistema esquiador + esquís són diferents 
segons la fase en què es trobi. En un salt d’esquí estàndard, podem distingir fins a sis fases 
diferents: 
1. Fase inicial de contacte amb la pista sense canvi de configuració de l’esquiador. 
2. Fase final de contacte amb la pista amb canvi de configuració de l’esquiador. 
3. Fase inicial de vol amb canvi de configuració. 
4. Fase final de vol sense canvi de configuració. 
5. Fase d’impacte. 
6. Fase de contacte amb la pista sense canvi de configuració. 
Per a cada fase el model pot conduir a equacions diferents, ja que el nombre de graus de 
llibertat del sistema i les forces que actuen en el sistema són diferents. Per altra banda, hi 
ha diferents configuracions per a l’esquiador: la de la fase inicial a la pista (figura 4.1), la 
fase final de la pista quan perd el contacte (figura 4.2) i la de l’última fase de vol (figura 4.3). 
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Figura 4.1. Cotes per a les equacions de moviment 
en el model de fase de contacte.  
Figura 4.2. Cotes per a les equacions de 
moviment en el model de fase de transició entre 
contacte i vol.  
 
 
 
Figura 4.3. Cotes per a les equacions de moviment en 
el model de fase de vol.  
 
 
Hi ha un tipus d’interacció que apareixerà en totes les fases, que és l’associada al contacte 
amb l’aire (forces aerodinàmiques). Atès que la superfície de contacte de l’esquiador i els 
esquís amb l’aire va canviant, la interacció aerodinàmica varia. La formulació precisa 
d’aquestes forces és un problema complex que és fora de l’abast d’aquest estudi i en les 
fases de contacte amb la pista té poca transcendència; en canvi, a l’etapa de la fase de vol 
s’introduirà un torsor aerodinàmic constant per veure els efectes qualitatius que té sobre el 
sistema. 
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4.1. Fase de contacte amb la pista sense canvi de 
configuració 
La fase de contacte amb la pista sense canvi de configuració de l’esquiador només té un 
grau de llibertat lliure: la velocitat en la direcció longitudinal de la pista. Com no hi ha canvi 
de configuració, el sistema (persona + esquís) es considerarà un sol sòlid rígid. En ser un 
problema en 2D i només treballar amb un sòlid es poden arribar a plantejar tres equacions, 
una provinent del Teorema del moment cinètic (component perpendicular al pla del 
moviment) i les altres dues del Teorema de la quantitat de moviment (components 
contingudes en el pla del moviment). D’aquestes tres equacions se’n poden obtenir tres 
incògnites.  
Les forces externes al sistema que presenta aquesta fase són el frec amb el terra, el pes, la 
força normal d’enllaç i les forces aerodinàmiques. Com s’ha esmentat anteriorment, 
aquestes ultimes no es tindran presents durant les fases de contacte, atesa la seva 
escassa rellevància en relació a l’objecte d’estudi. El contacte amb el terra és multipuntual i 
per tant el torsor corresponent, caracteritzat en el punt extrem posterior dels esquís O1, 
conté un moment resultant d’enllaç MN (O1) i una força resultant N. 
 
 
Figura 4.4. Croquis de l’esquiador, indicant la velocitat  i les forces i moments que 
actuen sobre el sòlid. 
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Figura 4.5. Croquis de la pista indicant la base emprada en les fases de contacte 
amb la pista. 
 
L’equació del moviment corresponent s’obté a partir del Teorema de la quantitat de 
moviment en la direcció longitudinal i el valor de la força normal a partir del Teorema de la 
quantitat de moviment el la direcció normal a la pista. Si es necessités calcular el moment 
d’enllaç, s’aplicaria el Teorema del moment cinètic en el punt O1. 
Teorema de la quantitat de moviment (sistema: persona + esquís; referència: terra): 
 (4.1) 
Anomenant s al recorregut al llarg de la pista,  és l’acceleració (que es una de les 
incògnites). 
 
(4.2) 
 
(4.3) 
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4.2. Fase de contacte amb la pista amb canvi de configuració 
En aquesta fase, el model de l’esquiador consta de 5 sòlids rígids. A més de tenir el grau 
de llibertat lliure que es tenia a la fase de contacte sense canvi de configuració, hi ha quatre 
graus de llibertat forçats que són les velocitats angulars de les articulacions ( , , , ).  
Les forces externes són les mateixes que en l’apartat anterior (normal, pes, fricció i 
aerodinàmica) amb la diferència que la normal és variable perquè en canviar la 
configuració, el centre de gravetat està sotmès a un canvi de posició que implica una 
acceleració. És per això, que en el càlcul de la força normal s’afegeix un terme, que 
representa aquesta variació del valor. Les forces aerodinàmiques no es tenen en compte 
pel que ja s’ha comentat anteriorment. 
Com hi ha 5 sòlids és poden obtenir 5 equacions a partir del Teorema del moment cinètic, a 
partir de les quals es trobarien els moments musculars a les 4 articulacions i el moment 
d’enllaç en l’extrem posterior dels esquís O1. El càlcul d’aquests moments s’explicarà més 
endavant. 
El Teorema de la quantitat de moviment es pot aplicar per a la direcció normal a la pista, 
d’on es dedueix la força normal, i per a la direcció tangencial, de la que resulta l’acceleració 
tangencial. 
 
(4.4) 
 
(4.5) 
Comparada amb la força normal N d’abans, la força N’ conté un terme addicional: 
 
(4.6) amb 
 
(4.7) 
El canvi de posició del centre d’inèrcia de la persona respecte dels esquís aporta una 
component a l’acceleració que prové de la variació de l’angle  i una altra deguda al canvi 
de la longitud LG2, com es mostra en la figura 4.6. 
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Figura 4.6. Configuració inicial i final de la fase de contacte amb la pista, indicant la distància entre el 
turmell i el centre d’inèrcia de la persona (G2), l’angle entre la recta que uneix turmell i G2 i les 
velocitats de G2. 
 
Per tant, les components normal i tangencial de la velocitat del centre d’inèrcia de la 
persona respecte la pista són: 
 
(4.8) 
 
(4.9) 
Derivant per trobar les acceleracions resulta: 
 
(4.10) 
 
(4.11) 
La component  
de l’acceleració tangencial, equació 4.11, és prou petita per considerar-la negligible perquè 
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el desplaçament del centre d’inèrcia de la persona, respecte els esquís, és fonamentalment 
en la direcció normal a la pista. És per això que en el càlcul numèric l’acceleració tangencial 
s’ha considerat . 
Per al canvi de configuració, es vol una transició suau tant de l’angle, com de la velocitat 
angular i l’acceleració angular a cada articulació, en un període d’1 segon. L’acceleració 
angular, equació 4.12, s’ha modelitzat mitjançant una funció sinusoïdal d’amplitud 
adequada (de manera que l’increment de l’angle total després d’1 segon correspongui al 
que es vol). Integrant aquesta expressió es troba la velocitat angular, equació 4.13, i una 
segona integració permet determinar l’angle, equació 4.14. Aquest tipus d’evolució, mostrat 
a les figures 4.7, 4.8, 4.9, s’ha fet servir per a totes les articulacions. 
 
 
 
(4.12) 
 
Figura 4.7. Perfil de l’acceleració angular de les articulacions en el canvi de configuració 
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(4.13) 
 
Figura 4.8. Perfil de la velocitat angular de les articulacions en el canvi de configuració 
 
 
 
(4.14) 
 
Figura 4.9. Perfil de l’angle de les articulacions en el canvi de configuració. 
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On: 
 T és el període (1 segon). 
  , la freqüència angular. 
  , l’amplitud del perfil de l’acceleració per a cada 
articulació n. 
 
La fase de transició entre el contacte amb la pista i el vol és més delicada d’estudiar perquè 
el contacte no es perd simultàniament a tots els punts dels esquís. Com que aquest estudi 
es centra sobretot en el model biomecànic de l’esquiador, s’ha decidit fer-ne una 
modelització molt simplificada i s’ha considerat que la pèrdua de contacte és instantània. 
 
4.3. Fase de vol amb canvi de configuració 
Per a aquesta fase considerem que la persona es comporta com un sol sòlid rígid (perquè 
no canvia l’orientació relativa dels diferents segments amb els que s’ha modelitzat) i els 
esquís un altre. Hi ha tres graus de llibertat lliures que són la velocitat angular i les dues 
components de la velocitat lineal. A més el sistema consta d’un grau de llibertat forçat, la 
velocitat angular de la persona respecte els esquís, que es controla amb el moment 
muscular als turmells (punt d’articulació entre els dos sòlids). Es desenvoluparà el Teorema 
de la quantitat de moviment en les direccions vertical i horitzontal per trobar les 
acceleracions vertical i horitzontal del conjunt persona i esquís, i el Teorema del moment 
cinètic per trobar l’acceleració angular dels esquís respecte el terra. 
Les forces externes al sistema són les forces aerodinàmiques i el pes. En haver-hi canvi de 
configuració les forces aerodinàmiques varien, però se suposaran constants. En la direcció 
vertical (direcció 2 de la base mostrada en la figura 4.10) s’hi troba la component vertical de 
la força aerodinàmica, anomenada lift, en sentit positiu i el pes en sentit negatiu; en la 
direcció 1 hi ha la component horitzontal aerodinàmica, drag, en setit negatiu. 
Els moments externs que actuen sobre el sistema en el punt O2 són el moment resultant de 
la força aerodinàmica (Maero) i els moments que generen el pes dels esquís i el de la 
persona. 
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Figura 4.10. Croquis de la pista indicant la base emprada en les fases de vol. 
L’angle de la persona respecte els esquís s’ha definit amb el mateix tipus de llei temporal 
que els angles forçats del canvi de configuració en la fase de contacte amb la pista. L’angle 
dels esquís respecte el terra anirà canviant d’acord amb l’evolució que marqui el Teorema 
del moment cinètic. En cas que aquest teorema es plantegés en el centre d’inèrcia global 
del sistema (G) i en absència d’interacció aerodinàmica, aquest teorema es formula com 
una conservació de moment cinètic a G. 
Teorema de la quantitat del moviment: 
 (4.15) 
El terme de la dreta de l’equació 4.15 es pot calcular a partir de l’acceleracio del centre 
d’inèrcia de la persona G2 i del centre d’inercia dels esquís G1: 
 
(4.16) 
Per altra banda, els solids esquís i persona tenen un punt en comú que és l’articulació del 
turmell O2. Per tant, l’acceleració dels dos centres d’inèrcia es pot calcular a partir de 
l’acceleració d’aquest punt mitjançant l’equació de la distribució d’acceleracions d’un sòlid 
rígid. 
Pel cas del centre d’inèrcia dels esquís G1: 
 
(4.17) 
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Pel cas del centre d’inèrcia de la persona G2:  
 
(4.18) 
 
Fent servir la base vectorial a la figura  4.10 s’obté: 
 
 
 
(4.19) 
 
 
 
 
(4.20) 
 
Finalment, s’iguala el resultat obtingut de la massa per l’acceleració al sumatori de forces 
externes, per trobar dues de les equacions del moviment. 
 
 
(4.21) 
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(4.22) 
 
La tercera equació es troba a partir del Teorema del moment cinètic aplicat al sistema 
conjunt esquís i persona. Com a punt d’aplicació s’ha triat el punt comú O2 (l’articulació dels 
turmells) perquè en ser comú als dos sòlids, el càlcul del moment cinètic no requereix 
descomposició baricèntrica. Per altra banda, com aquest punt té acceleració no nul·la 
respecte el terra, caldrà tenir en compte un terme complementari que s’afegeix al moment 
resultant de les interaccions externes:  
 
(4.23) 
Els moments externs provenen del pes dels dos elements i de la interacció aerodinàmica:  
 
(4.24) 
 
Pel que fa al terme complementari, l’acceleració del punt O2 s’ha calculat a partir de 
l’acceleració de l’extrem de l’esquí O1. En la base definida en la figura 4.10 el resultat és el 
següent: 
 
(4.25) 
 (4.26) 
 
 
(4.27) 
 
 
(4.28) 
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El resultat del producte vectorial només és diferent de zero en la direcció normal al pla 
d’estudi (direcció 3). Per tant: 
 
 
 
(4.29) 
O2K és el moment cinètic, i es pot obtenir a partir del producte matricial del tensor d’inèrcia i 
del vector velocitat angular. Com es tracta d’un problema pla, la velocitat angular només és 
en la direcció 3. Assumint que aquesta direcció és principal d’inèrcia per als dos sòlids, el 
moment cinètic resulta: 
 
(4.30) 
 
(4.31) 
 
(4.32) 
 
(4.33) 
Agrupant de nou totes les parts de la fòrmula obtenim: 
 
 
 
(4.34) 
 
En conclusió, el sistema d’equacions del moviment en la fase de vol, quan l’esquiador es 
troba canviant de configuració, és: 
 
 
(4.35) 
 
 
(4.36) 
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(4.37) 
 
4.4. Fase de vol sense canvi de configuració 
Si no varia la configuració, el conjunt persona i esquís es tracta com un sòlid rígid. En 
aquest cas només hi ha tres graus de llibertat lliures i cap de forçat. Les forces i moments 
externs que actuen sobre el sistema són els mateixos que en la fase de vol amb canvi de 
configuració. 
Quan l’esquiador manté la seva configuració constant, la velocitat angular i l’acceleració de 
l’angle entre els esquís i la persona esdevenen zero. Per tant les equacions del moviment 
són les mateixes però amb . 
 
 
 
(4.38) 
 
 
(4.39) 
 
 
 
(4.40) 
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4.5. Impacte i fase de contacte amb la pista d’aterratge, sense 
canvi de configuració 
Just abans de l’impacte amb la pista, el conjunt (esquís i persona) té una certa rotació i una 
velocitat. Quan pren contacte amb el terra passa bruscament a tenir rotació zero i la 
velocitat que tenia una component normal i una de tangencial passa a tenir només 
tangencial. En un impacte amb fregament la velocitat normal s’anula i la tangencial es 
modifica, però en tenir un coeficient de fregament molt petit es pot considerar gairebé com 
si no n’hi hagués per tant s’assumeix la mateixa velocitat tangencial que en l’instant abans 
de l’impacte. 
En la simulació, l’únic que s’ha vigilat és amb quina velocitat comença aquesta fase de 
contacte i en quin dels dos trams de pista modelitzats aterra. 
Un cop aterrat, continua baixant per la pista amb les mateixes condicions que en la fase de 
contacte amb la pista sense canvi de configuració. És per aquest motiu que s’utilitzen les 
mateixes equacions del moviment, tot i que augmentant el coeficient de fregament per a 
frenar. S’adopta aquest criteri perquè en realitat deixa de ser un moviment pla, ja que en 
una frenada real es produeix una rotació de precessió molt brusca al final. 
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5. Simulacions 
Generalment les equacions del model mecànic emprat, són sistemes d’equacions 
diferencials acoblades que no es poden integrar analíticament de manera senzilla. És per 
aquest motiu que s’han de tractar numèricament. Dins del conjunt d’algorismes numèrics 
que resolen equacions diferencials s’ha triat el mètode Rung-Kutta de 4rt ordre amb pas fix, 
que és un dels més emprats. 
La implementació del Runge-Kutta es fa mitjançant una funció de Matlab anomenada ode4. 
Aquest algoritme avalua la funció 4 cops per pas, primer a l’inici de l’interval per trobar s1, 
després usa s1 al mig de l’interval per trobar s2, usa s2 per tornar a avaluar al mig de 
l’interval per trobar s3 i usa s3 per avaluar al final de l’interval i obtenir s4. Finalment agafa 
una combinació d’aquests 4 valors, donant més pes als dos del mig per trobar un resultat 
final, com es mostra en l’algoritme 5.1. 
Donada una funció F, un valor inicial de les variables y0, un temps inicial t0, un temps final 
tfinal i un pas h, l’algoritme ode4 és: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(Algoritme 5.1) 
Per a comprovar que els càlculs són correctes i poder detectar fàcilment errors, s’ha 
començat plantejant problemes més senzills que es poden resoldre de manera analítica i 
també s’han creat gràfics de les variables per controlar la seva evolució; així, per exemple, 
analitzar si desaccelera quan es tracta de recórrer un tram pla, si accelera quan és un tram 
amb pendent negatiu o si la component horitzontal de la velocitat es manté constant mentre 
la vertical descriu una paràbola en el cas de la fase de vol sense forces aerodinàmiques i 
sense canvi de configuració. Progressivament, s’han anat afegint condicions fins arribar a la 
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simulació final. A més a més, com no tenia molta experiència prèvia amb el Matlab, 
començar per problemes simples ha estat una manera eficient de familiaritzar-m’hi. 
Els casos simulats són els següents: 
1. Contacte permanent amb una pista horitzontal partint d’una velocitat inicial, sense 
interacció aerodinàmica. 
2. Fase de vol partint d’una velocitat inicial, sense interacció aerodinàmica. 
3. Tram horitzontal + fase de vol, sense interacció aerodinàmica. 
4. Pista descrita en l’apartat 3.1. Sense interacció aerodinàmica. 
5. Introducció del canvi de configuració i la interacció aerodinàmica. 
 
5.1. Primera simulació 
La primera simulació representa l’esquiador en contacte permanent amb una pista 
horitzontal, donada una velocitat inicial, sense interacció aerodinàmica. Es tracta de la 
simplificació del model descrit en l’apartat 4.1. 
 
 
Figura 5.1. Croquis de l’esquiador, indicant la velocitat i el punt de referència de la persona tractada 
com a un sol sòlid. 
Aquest problema es pot resoldre analíticament partint de l’equació deduïda en l’apartat 4.1: 
 
(5.1) 
 
(5.2) 
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Substituint els valors dels paràmetres: 
 m1=4.5 kg (massa esquís) 
 m2=60 kg (massa persona) 
 g=9.81 m/s
2
 
  = 0.08 
  
S’obté una força normal d’enllaç N = 632.745 N i una acceleració constant de -0.7848. 
Aquesta desacceleració constant provoca una reducció lineal de la velocitat a raó de: 
 (5.3) 
Amb una velocitat inicial de 23 m/s, l’esquiador quedaria completament aturat al cap de 
29.3 segons. 
L’evolució de la posició de l’esquiador segueix l’equació 5.4: 
 
(5.4) 
A partir de la qual es pot calcular que l’esquiador s’atura en 325.6 m. 
La resolució numèrica mostrada en forma de gràfics (figures 5.2 i 5.3) concorda amb els 
resultats obtinguts analíticament. La gràfica de la velocitat és una recta amb pendent 
negatiu i ordenada a l’origen en la velocitat inicial (23m/s). Pel que fa a la gràfica de la 
posició, és una paràbola amb el seu màxim en l’instant on la velocitat s’anul·la. 
Un clar exemple és comprovar que els resultats obtinguts en els càlculs analítics són els 
mateixos que es poden observar en els gràfics. En la figura 5.2 la velocitat de l’esquiador 
esdevé nul·la en l’instant t=29.3 segons i en la figura 5.3, la posició en aquest instant de la 
solució analítica també coincideix amb la solució numèrica x=325.6 m. 
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Figura 5.2. Evolució de la velocitat respecte el temps 
 
 
Figura 5.3. Evolució de la posició x respecte el temps 
 
5.2. Segona simulació 
Aquesta simulació inclou solament la fase de vol, des de l’enlairament del saltador fins 
l’instant abans de la presa de contacte amb el terra, sense canvi de configuració. Es tracta 
del model mecànic de l’apartat 4.4, tot i que amb velocitat angular i acceleració angular 
inicials nul·les i sense tenir en consideració les interaccions aerodinàmiques. L’única força 
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que actua en el sistema és el pes, com es mostra en la figura 5.4. 
 
 
Figura 5.4. Croquis de l’esquiador, indicant la força externa que actua. 
El fet de no haver-hi rotació inicial i de negligir interacció aerodinàmica, comporta que la 
velocitat i l’acceleració angulars són nul·les durant tot el salt. L’esquiador descriurà un tir 
parabòlic, amb acceleració horitzontal nul·la i amb acceleració vertical g=  9.81 m/s
2
 en 
sentit negatiu de l’eix y. Sabent aquestes característiques es pot resoldre el problema 
analíticament: 
 
(5.5) 
 
(5.6) 
 
(5.7) 
 
(5.8) 
prenent com a velocitat inicial 23 m/s en la direcció de l’eix x. 
La resolució numèrica mostrada en els gràfics concorda amb les equacions. La velocitat 
horitzontal és constant i la velocitat vertical disminueix linialment (figura 5.5). Pel que fa a la 
trajectòria, com s’ha comentat anteriorment, descriu una paràbola (figura 5.6). 
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Figura 5.5. Evolució de la velocitat en la direcció de l’eix x i en la de l’eix y. 
 
 
Figura 5.6. Trajectoria de l’extrem posterior dels esquís i del centre d’inèrcia de la persona més 
esquís. 
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5.3. Tercera simulació 
En aquesta simulació s’introdueix com a nou aspecte la detecció del pas d’una fase de 
contacte a una de vol. El problema consta d’un tram horitzontal que finalitza per donar lloc 
al vol. És tracta de la unió de les dues situacions anteriors, amb la configuració de la fase 
de vol durant tota la simulació i sense interaccions aerodinàmiques. L’esquiador comença, 
amb una velocitat inicial, recorrent un tram pla (simulació 1) i tot seguit salta (simulació 2). 
És per això que no ha d’estranyar que l’evolució de les trajectòries, les velocitats i l’angle 
siguin iguals que en les simulacions anteriors.  
S’assumeix que quan l’esquiador arriba al final de la pista, no perd el contacte 
progressivament sinó de forma instantània. La força normal d’enllaç, en comptes d’anar-se 
reduint, és un torsor constant fins que l’extrem posterior dels esquis deixa d’estar en 
contacte amb la pista i és en aquest moment que s’assumeix que el torsor d’enllaç passa a 
ser zero. Realment, la progressió de pèrdua de contacte amb la pista és molt més 
complexa. En el pas d’una fase a la següent hi ha un moment on es perd el contacte 
multipuntual, en cas que el final de pista fos una cantonada (figura 5.7), es tindria un 
contacte puntual però com la neu es deforma, seria un contacte multipuntual sobre una 
superfície molt reduïda. Tot seguit es desprendria completament. 
 
 
 
Figura 5.7. Esquí just abans de perdre el contacte per complet. El moment a O1 només és N·zc. 
L’objectiu d’aquesta simulació és comprovar que el canvi de fase es fa correctament. En els 
gràfics de les figures 5.8 i 5.9 es corrobora. 
La trajectòria que segueix és la recta sense pendent unida a la fase de vol que descriu una 
paràbola. 
N 
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Figura 5.8. Trajectòria de l’esquiador 
 
En la velocitat, figura 5.9, la component horitzontal disminueix lleugerament quan recorre el 
tram pla a causa del frec amb la pista i durant el vol es manté constant. La component 
vertical és nul·la en el tram pla i augmenta negativament en el vol. 
 
Figura 5.9. Evolució de la velocitat respecte el temps. 
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5.4. Quarta simulació 
L’esquiador salta pel trampolí descrit en l’apartat 3.1. Les equacions utilitzades són les 
mateixes que en les simulacions anteriors i després de l’impacte amb la pista continua amb 
les mateixes equacions que el primer tram. 
El gràfic de posició de la figura 5.10 mostra com l’esquiador ressegueix la pista fins que 
salta, quan acaba la fase de vol entra en contacte amb el terra i segueix el tercer tram de 
pista. 
 
Figura 5.10. Trajectòria de l’esquiador 
 
En el gràfic de la figura 5.11 es comprova que si no hi ha interacció aerodinàmica ni canvi 
de configuració, l’angle és constant des de l’inici fins l’impacte amb la zona d’aterratge. 
Després de l’impacte l’esquiador passa a prendre l’angle del tercer tram de pista. 
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Figura 5.11. Evolució de l’angle respecte el temps 
 
Com s’observa en la figura 5.12, la component horitzontal de la velociat augmenta 
linealment durant l’in-run, es manté constant en la fase de vol i finalment es redueix en la 
zona d’aterratge i l’out-run a causa del frec amb la pista. 
Pel que fa a la component vertical de la velocitat, el seu mòdul augmenta linialment en l’in-
run i quan arriba a la fase de vol creix dràsticament. En tornar a prendre contacte amb el 
terra es redueix sobtadament i continua disminuint mentre la persona baixa pel tercer tram 
fins aturar-se completament. El signe és negatiu perquè la component vertical del 
desplaçament té pendent negatiu. 
 
Figura 5.12. Evolució de la velocitat respecte el temps. 
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5.5. Cinquena simulació 
Finalment, s’introdueix el canvi de posició de l’esquiador i el moment provocat per la 
interacció aerodinàmica durant la fase de vol, que és l’aspecte més influent en el 
comportament de l’esquiador. Comença a baixar per la pista en una configuració 
aerodinàmica, encongit, com es pot veure en la figura 4.6. Quan és a punt d’arribar al final 
del primer tram, comença el canvi de configuració fins arribar a la posició de vol. Aquesta 
simulació passa per totes les fases de l’apartat 3 menys l’impacte. 
En la figura 5.13 s’observa la trajectòria de l’esquiador fins l’instant abans de l’impacte. 
 
Figura 5.13. Trajectòria de l’esquiador. 
La figura 5.14 mostren les components horitzontal (x) i vertical (y), de la velocitat. Es 
distingeix la com en el primer tram de pista la velocitat augmenta però com el pendent és 
negatiu la component horitzontal augmenta negativament. Tot seguit, l’esquiador salta i en 
el primer mig segon és troba en fase de salt amb canvi de configuració, és per això que en 
el gràfic no s’aprecia un perfil clar. Finalment, manté la configuració constant i es veu com 
disminueix la velocitat. Si hi hagués força de drag faria que la velocitat en la direcció 
horitzontal disminuís progressivament i si hi hagués força de lift, la velocitat en la direcció 
vertical decreixeria dibuixant una paràbola. Com en aquesta simulació s’han menyspreat, la 
vx es manté constant mentre vy disminueix progressivament. 
Els valors de les velocitats són molt elevats a causa de les simplificacions en el disseny del 
model de pista.  
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Figura 5.14. Evolució de la velocitat dels esquís. 
En la figura 5.15 es mostra la evolució de l’angle dels esquís respecte l’horitzontal. Mentre 
baixa per la pista adopta l’angle de la pista. Quan es desprèn l’angle augmenta degut a la 
interacció aerodinàmica i, durant el primer segon de vol,  el parell muscular dels turmells 
també ajuda a la variació d’aquest angle.  
Des de l’instant 10.5 segons a 11.5, la fase de vol amb canvi de configuració, el gràfic no és 
una recta, sinó que al principi augmenta la velocitat angular progressivament i al final de la 
fase es redueix fins arribar a l’instant 11.5 on la velocitat angular passa a ser constant i per 
tant, l’angle augmenta de manera constant. 
 
Figura 5.15. Evolució de l’angle dels esquís amb la horitzontal. 
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6. Forces i moments musculars 
En l’apartat anterior s’han vist la trajectòria de l’esquiador, les velocitats i les acceleracions 
que pren. Però aquesta simulació pressuposa i exigeix que l’esquiador pugui arribar a 
efectuar la força muscular necessària per situar-se i mantenir-se en la configuració que 
pertoca a cada instant. 
En aquest apartat es calculen les forces i moments totals aplicats a cada articulació durant 
la cinquena simulació (corresponent a l’apartat 5.5).  
Les forces obtingudes són la suma de les forces que actuen en l’articulació, tant les 
provinents dels músculs com les d’enllaç de cada articulació, és a dir, la que fa un segment 
contra el segment contigu. 
En canvi, els moments calculats són directament els efectuats pels músculs, ja que en 
tractar-se d’articulacions, l’enllaç no té moments i per tant el moviment de rotació és lliure.  
Alhora, l’activació de cada moviment d’articulació, no correspon a un múscul sol, sinó a 
diferents grups musculars que actuen coordinadament per a generar el moviment o per a 
mantenir la configuració; ara bé, la determinació de la participació de cada múscul en el 
moment generat és de gran complexitat, doncs dins de cada grup compleixen funcions 
diferents, de forma que uns músculs generen la força principal i altres mantenen l’estabilitat 
de l’articulació provocant forces de vegades fins i tot contràries als primers; per tant, es 
calcularan les forces per grups musculars i no la que genera cada múscul individual. 
A continuació es mostren les forces i moments aplicats a cada segment i les seves 
equacions de moviment, obtingudes a partir de l’aplicació dels teoremes vectorials, on M
n
 
és el moment en l’articulació n i F
i,j
 és la força que fa el segment i sobre el segment j. 
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6.1. Forces i moments aplicats a la part inferior de la cama 
(sòlid 2) 
La part inferior de la cama rep forces i moments d’enllaç de la part superior de la cama i 
dels esquís. 
 
Figura 6.1. Forces i moments que actuen a la part inferior de la cama 
Les equacions que resulten de l’aplicació dels teoremes vectorials en aquest segment són 
les següents: 
 
(5.9) 
 
(5.10) 
 
 
(5.11) 
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6.2. Forces i moments aplicats a la part superior de la cama 
(sòlid 3) 
La part superior de la cama rep forces i moments d’enllaç de la part inferior de la cama i del 
tronc. 
 
 
Figura 6.2. Forces i moments que actuen a la part inferior de la cama 
Les equacions que resulten de l’aplicació dels teoremes vectorials en aquest segment són 
les següents: 
 
(5.12) 
 
(5.13) 
 
 
 
(5.14) 
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6.3. Forces i moments aplicats al tronc (sòlid 4) 
El tronc rep forces i moments de la part superior de la cama i dels braços. 
 
Figura 6.3. Forces i moments que actuen a la part inferior de la cama 
 
Les equacions que resulten de l’aplicació dels teoremes vectorials en aquest segment són 
les següents: 
 
(5.15) 
 
(5.16) 
 
 
 
 
(5.17) 
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6.4. Forces i moments aplicats als braços (sòlid 5) 
Els braços només reben forces i moments del tronc. 
 
 
Figura 6.4. Forces i moments que actuen a la part inferior de la cama 
Les equacions que resulten de l’aplicació dels teoremes vectorials en aquest segment són 
les següents: 
 
(5.18) 
 
(5.19) 
 
 
 
(5.20) 
 
6.5. Resultats 
Els resultats obtinguts en els apartats anteriors (6.1, 6.2, 6.3, 6.4)  es resumeixen en les 
figures 6.5 a 6.12, mostrant les forces i els moments de cada articulació.  
Tant les forces com els moments, són constants mentre no hi ha canvi de configuració, tant 
durant el contacte amb la pista com durant el vol. En el tram de contacte amb la pista amb 
canvi de configuració, les articulacions reben forces i moments variables i en el període de 
la fase de vol on hi ha canvi de configuració, les articulacions estan sotmeses a forces 
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constants i moments variables. Pel que fa a aquesta variació, en els gràfics de les forces es 
veu clarament com segueixen totes un patró perquè els angles, les velocitats angulars i les 
acceleracions angulars de les articulacions són variables forçades que s’han definit amb el 
mateix tipus de llei temporal. 
 
En els figures 6.5 i 6.6 es mostra la força i el moment que transmet la part inferior de la 
cama sobre l’articulació 1, els turmells. Aquests tenen un moviment d’extensió des de 
l’instant de 9.5 segons fins a 10.5 segons, mentre es produeix el canvi de configuració per 
la pista, i durant el següent segon, en que es produeix el canvi de configuració en la fase de 
vol, tenen un moviment de flexió. 
 
 
 
Figura 6.5. Forces en l’articulació 1 Figura 6.6. Moments en l’articulació 1 
 
Els genolls i el maluc tenen un moviment d’extensió durant la fase de canvi de configuració 
en contacte amb la pista. 
Les figures 6.7 i 6.8 mostren la força i el moment que la part superior de les cames 
transmet als genolls. Les figures 6.9 i 6.10 mostren la força i el moment que el tronc 
transmet al maluc. 
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Figura 6.7. Forces en l’articulació 2 Figura 6.8. Moments en l’articulació 2 
 
 
 
Figura 6.9. Forces en l’articulació 3 Figura 6.10. Moments en l’articulació 3 
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Les figures 6.11 i 6.12 mostren la força i el moment que els braços transmeten al tronc. Els 
braços es mouen cap endarrere en la fase de canvi de configuració en contacte amb la 
pista i durant la fase de vol el seu angle respecte el tronc es manté constant. 
 
 
 
Figura 6.11. Forces en l’articulació 4 Figura 6.12. Moments en l’articulació 4 
 
En vista de la força màxima que arriba a efectuar l’esquiador en la simulació, es conclou 
que és possible que una persona mínimament entrenada la realitzi. 
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Conclusions 
S’ha aconseguit implementar un model senzill biomecànic d’un esquiador que salta per un 
trampolí. S’han considerat les fases de baixada per la pista per guanyar velocitat, la de vol i 
la detecció de la pista en el moment d’aterratge, reproduint satisfactòriament els canvis 
entre una fase i la següent. 
Tot i ser un model senzill, ha sigut una bona pràctica d’aplicació rigorosa de les lleis 
fonamentals de la mecànica en un sistema multisòlid. El model s’ha estructurat sobre la 
base de 5 segments, dels quals un correspon als esquís i els altres quatre a les diferents 
parts del cos de l’esquiador, parts inferior i superior de les cames, tronc i braços. Es tracta 
del nombre mínim de segments per a descriure de manera satisfactòria els canvis bàsics 
de configuració. 
La metodologia emprada ha consistit en una construcció esglaonada i progressiva del 
problema, en la que partint d’un plantejament molt simple, s’hi han anat afegint elements de 
complexitat a mesura que s’anava verificant la correcció del model anterior. 
L’estudi queda obert en la mesura que encara es pot perfeccionar afegint nous elements 
que atansarien progressivament la simulació a un salt real, que podrien consistir en:  
 La millora de la geometria de la pista per a recrear un trampolí real. 
 La millora del tractament de la pèrdua progressiva de contacte amb la pista. 
 La implementació de la interacció aerodinàmica variable. 
 La implementació del canvi de configuració del telemark
2
 en aterrar. 
Realitzar aquest estudi de la biomecànica d’un esport tan fascinant ha estat un repte 
excitant. 
 
 
                                               
2
 L’aterratge de l’esquiador desprès del salt s’ha de fer amb la tècnica de telemark que és un estil 
d’esquí que combina elements d’esquí alpí i d’esquí nòrdic. 
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